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1 Bevezetés

1.1 Az éplletfizika targya

Az épiiletfizika az alkalmazott fizika egy aga, az épiiletekben, ill. azok komponenseiben lezajlé:

¢ hétechnikai,

* nedvességtechnikai,

e Jramlastani,

* hang- és rezgésterjedési

e tlizzel és magas hdmérsékleti hatasokkal kapcsolatos jelenségek,

és ezek kdlcsénhatasainak a leirasaval foglalkozik. Szinte minden terilletet érint a statikan és a tartoszerkezeti
tervezésen és az anyagtudomanyok egy részén kiviil. Itt és most azonban csak a h6- és paratechnikardl, kis
részben az aramlastanrol lesz szo.

1.2 Valosag, modell, szimulacio

Szamtalanszor kell megvalaszolnunk a kdvetkezd, vagy ahhoz igen hasonl6 kérdéseket: ,mi torténne ha"? Egy
ilyen kérdés a legkildnfélébb ,rendszerekre” iranyulhat. Itt rendszer alatt a valdsagnak egy valamilyen mddon
kiragadott, lehatarolt részét értjlik, melynek a miikodése érdekel minket. Egy részecskefizikusnak ez a rendszer a
szubatomi vilag, mig egy asztrofizikusnak az egész univerzum (vagy egyes elméletek szerint az univerzumok)
mikddése is lehet. Egy épitész valahol a kettd kozott foglal helyet: lehet, hogy egyetlen épitéanyag
tulajdonsagai, egy komplett falszerkezet valamilyen viselkedése, vagy mondjuk egy tobb ezer négyzetméteres
dsszetett kozépllet éplletenergetikai mikddése érdekli.

Elméletben minden kérdéstinkre valaszt kaphatunk, ha meg tudjuk vizsgalni (mérni) rendszeriink viselkedését (a
méréseink lehetséges hibahataran bellil) az altalunk érdekesnek itélt hatasok alatt és az eredményeket kelld
kériltekintéssel értékeljuk ki (1. abra). Az épitbiparban azonban a ,késztermék’, azaz az épiilet szintjén a legtébb
esetben szinte teljesen lehetetlen a kisérletezés. A koltségek til nagyok lennének, tul sok id6t venne igénybe, és
sok kérdésilink még eleve meg sem épitett épiletekre iranyul. Ennek egyik kévetkezménye, hogy az épitbipar
talan az egyetlen iparag, ahol nincsenek prototipusok és tesztelési folyamat (legfeliebb a komponensi szinten),
holott az egyik legnagyobb értékii és élettartamu cikket allitja el6.

Valodi
Input —> EaER ——> Output

1. abra Input-output rendszer a valdsagban

Azonban a gyakorlatban nem szlikséges minden esetben kisérleteket végeznlink. Sokszor kielégiten pontos
eredményt kapunk, ha a valés rendszert egy ,modellel” helyettesitjik. Egy-egy modell nem mas, mint valamilyen
szabalyok Osszessége, melyek alapjan egy adott hatéas, vagy input alapjan meg tudjuk allapitani azok (és
reményeink szerint a modellezett rendszer) valaszat (vagy outputjat). A szimulacié nem mas, mint ez a
tevékenység: modellalkotas, ,kérdések” feltevése a modell szaméra és a kapott ,valaszok” feljegyzése (2. &bra).
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Szimulacié

2. abra A valédi rendszer helyettesitése egy modellel a szimulaci6 soran

1.3 A nem egyensulyi termodinamika fogalma

A Termodinamika a kiildnféle energiaatalakulasok vizsgalata, melyhez sokféle képpen hozza lehet alini. A
kulénféle modszerek alapvetden masok a szerint, hogy milyen feltételezéssel élnek a rendszer fizikai
mikddésérdl, milyen modellezési technikékat alkalmaznak. A mi szempontunkbdl elegendd, ha kétféle
megkozelitésre bontjuk a tudomanyteriletet: az egyensulyi és a nem egyensulyi termodinamikara.

Az Egyensulyi termodinamika (vagy termosztatika) a jelenségek egyes allapotait vizsgélja, azokat hasonlitja
egymashoz. Nem foglalkozik a jelenségek lezajlasanak idejével, pontos mechanizmusaival. J6 példa erre egy
kérfolyamat grafikon (3. abra). Ez a fajta modell nem foglalkozik a kérfolyamat mogott 1évé pl. hiitdgép térbeli
kiterjedésével, csoveivel, szelepeivel, hanem egy diszkrét rendszernek tekinti azt, ami ,valamilyen mddon” az
egyik allapotbdl a masikba kerll és ezeket az allapotokat irom le fizikai jellemzékkel. Ezt ugy is nevezhetjik, hogy
koncentralt paraméter(i modellezés. A gimnaziumi fizikadrakon altalaban ezzel a termodinamikai megkdézelitéssel
talalkozunk.

I)

3. abra a Carnot-kérfolyamat

A Nem-egyensulyi termodinamika mashogy kézeliti meg a jelenségek leirasat. Nem diszkrét paraméter(i
homogén rendszerek egyes allapotaival, hanem kontinuumok leirasaval foglalkozik. A vizsgalt rendszer nincsen
egyensulyban, még ha id6ben allanddsult folyamatokat vizsgalunk is: a hémérséklet és nyomaskiilonbségek
hatasara létrejové aramok, azok idébeli és térbeli lefolyasat vizsgalja. Példaként az egyensulyi termodinamikanal
emlitett hiitégép egy konkrét elemének, példaul a kompresszor szivocsatornajanak egy numerikus aramlastani
impulzus- és héaramok érdekelnek benniinket ezért a kontinuum modellekhez és a nem egyensulyi
termodinamikahoz kell nyuinunk.
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4. abra egy h(it6gép kompresszor szivdcsatornajanak numerikus aramlastani szimulacioja

A kontinuumok leirasara hasznalt fizikai mennyiségek kozott meg kell kildnbdztetni az ugynevezett intenziv és
extenziv mennyiségeket:

Az Intenziv mennyiségek lokalis jellemzOk, azaz a rendszer 1-1 pontjaban értelmezhet6ek. Nem fliggenek a
rendszer méretétdl és nem additivak. llyen mennyiségek példaul a:

o hémérséklet: T [K]

o s(irliség: p [kg/m?]

» fajhé: c [J/kgK]

* nyomas: P [Pq]

» koncentracié: C [kg/m?]

» dinamikai és kinetikai viszkozitas: u [kg/ms], v [m?/s]

Az extenziv mennyiségek mértékjellegii mennyiségek. Fliggenek a rendszer nagysagatol (tomegétél vagy
térfogatatdl), ezért additivak, cserélédhetnek, aramolhatnak és forrasuk is lehet: keletkezhetnek és
elnyelddhetnek. Egy-egy pontra nem lehet értelmezni 6ket, csak az egész rendszerre vagy annak egy-egy elemi
egységére. llyen mennyiségek példaul a:

»  tomeg: m [kg]
o térfogat: V [m?]
* energia: E [J]

* hé:Q[]
» entalpia: H [J] (egy zart rendszer 6sszes energiatartalma, a belsd energia, latens hé és térfogati munka
Osszege)

* impulzus: [kgm/s]
e anyagmennyiség: n [mol]
e hossz: | [m]

Két extenziv mennyiség hanyadosa intenziv, példaul a siriiség: p =m/V.

Az intenziv mennyiségek térbeni és id6beli inhomogenitas esetén kiegyenlitbdésre térekednek, és a hozzajuk
tartoz6 extenziv mennyiségek aramat inditja el: ezek a transzportfolyamatok (a rendszert alkotok részecskék
vagy extenziv fizikai mennyiségek egyik helyr8l a masikba elmozduldsa, atadasa, szallitasa). A
transzportfolyamatokat leiré egyenletek mérlegegyenletek, melyek lehetd legegyszeriibb és altalanos formaja
id6ben véltozd, azaz tranziens transzportfolyamatokra:
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extenziv mennyiség
konvektiv ki- és bearamlasanak
eldjeles osszege
az elemi térfogatban

extenziv mennyisé extenziv mennyiség extenziv mennyisé
vty nyiseg vezetéses ki- és bedramlasanak lennyiseg
idébeli megvaltozasa | = + forrasa +

e eldjeles osszege .
egy elemi térfgatban az elemi térfogatban az elemi térfogatban

Tehat egy adott rendszerben, vagy a rendszer egy adott elemi részében egy extenziv mennyiség megvaltozasa a
mennyiség aramaval (konduktiv és konvektiv) vagy valamilyen forrassal tud megvaltozni.

Id&ben allandosult, azaz stacioner transzportfolyamatoknal az adott extenziv mennyiség a rendszer semelyik
részén nem valtozik:

extenziv mennyiség

Ces 1 & bodiem extenziv mennyiség konvektiv ki- és bearamlasanak O

vezetéses ki- és bearamlasanak
elgjeles 0sszege
az elemi térfogatban

forrasa + =

az elemi térfogatban elo;elgs 0 sszege
az elemi térfogatban

Tehat a kiilénbdzd transzport mechanizmusok és a forrasok egyensuly tartanak egymassal.

Az intenziv és az extenziv mennyiségek kozott egyértelmil kapcsolat van, igy tudunk matematikai modelleket
felallitani és leirni a rendszer miikodését. Minden transzportfolyamat leirasa végeredményben igen hasonlo és
ezt a sémat kdveti, még ha az egyenlet egyes tagjai merdben eltéréek is. A megoldasukra hasznélt matematikai
modszerek is nagyban hasonlitanak, bar természetesen minden konkrét esetnek megvannak a maga nehézségei
és ,triikkjei”.

Az épiiletfizikaban a kovetkezé transzportfolyamatokkal foglalkozunk:

« hétranszport (konduktiv, konvektiv, entalpiaaram...)

« nedvességtranszport (diff0zio, kapillaris nedvességvezetés, konvektiv nedvességvezetés...)
» impulzus transzport (folyadékok aramlasaban az aramlasi sebességek leirasara)

« tdmeg transzport (pl. Iégaramlassal szallitott részecskék, hiité-flité kozegek arama, stb.)

e (CO2 transzport

e VOC (Volatile Organic Compound, azaz illékony szerves vegydlet) transzport

e 0 transzport

Elész6r a hétranszportra fogunk koncentralunk, amit majd a hésugarzas egyszeri modelljeivel, a
nedvességtranszporttal és kis mértékben aramlastannal fogunk kiegészitlink. Végeredményben a feladat, hogy
felirjuk és értelmezziik ezeket az egyenleteket, és utdna meg is oldjuk &ket valamilyen modszerrel. Ehhez
azonban el8szor a szilkséges matematikai alapokat kell atismételni.
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1.4 Matematikai alapok I.

A térben és id6ben lejatszddo transzportfolyamatok leirdséhoz a vizsgalt fizikai mennyiségeknek is matematikai
leirést kell adnunk. Példaul:

* A hémérséklet egy T(x) egydimenzids figgvénnyel irhatd le egy falban, amennyiben a fal teljesen
egyensulyba kerllt a kornyezetével, valamint kozel végtelen fellletlinek és homogénnek tekinthetd.
Azaz egy adott pont hémérséklete nem fligg se az y, se az z koordinatatdl és a t idéponttdl, egyeddil
attdl, hogy milyen ,mélyen van” a fal rétegeiben.

z
~T~
| - T
: i 2]
y : ] | T, L
| o x
L ST
! [ I \"7 T.-
I ‘ | < A7 e
| ,//L\\ | 1 X
k-7 \\:\\ |
S
-

e A hémérséklet egy T(x,y) kétdimenzids fliggvénnyel irhatd le egy végtelen hosszinak (magasnak)

crer

hémérséklete csak a falsarok altalanos vizszintes metszetében vett poziciétdl: az x és y koordinatatdl
fligg, a z koordinatatdl és az id6tél fuggetlen.
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* A hémérséklet egy T(x,y,z) haromdimenziés fliggvénnyel irhatd le egy pozitiv falsarok és fodém
hémérséklete a szerkezetben vett térbeli helyzetétdl, azaz x, y és z koordinatéjatdl is figg, de az idétél
nem.

/'_" T(X,y,Z)
|
/
—
X

y

» A hémérséklet egy T(x,y,z,t) négydimenzios fliggvénnyel irhatd le egy az épiilet alatt az alapszerkezet
és a talaj hétarolasat vizsgald szimulacioban, ahol egy pont hémérséklete a harom térbeli koordinata
mellett az id6tél is flgg.

A vizsgalt fizikai mennyiségekre majdan felirandd mérlegegyenletek ezeknek a fliggvényeknek a kildnféle
derivaltjait fogjak tartalmazni. igy differencial és parcialis differencialegyenleteket fogunk kapni.
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1.4.1 Kozonséges differencialegyenletek

Egy kdzbnséges differencidlegyenlet olyan egyenlet, melynek ismeretlene egy egyvaltozos flggvény: y(x), és az
egyenlet az ismeretlen kllonbdzd derivaltiai kdzott teremt kapcsolatot. Egy els6érendli  kdzOnséges
differencialegyenlet altalanos alakja:

y'(x)=F ey ()

Egy kozonsége differencialegyenlet rendje a benne szerepld legmagasabb rendii derivalt rendje, azaz a
legfeliebb elsérendli derivaltakat tartalmazo differencialegyenlet elsérendd, a legfeliebb mésodik derivaltakat
tartalmazé masodrend(i, és igy tovabb.

Példaként vegylink egy egyszerii els6rendii kdzdnséges differencialegyenlet:

Y _ 5 (1)

ax

Egy differencidlegyenlet altalanos megoldasa azon fliggvények csoportia melyek kielégitk a
differencialegyenletet. De ha visszaemlékeziink, korabbi matematikai tanulmanyainkra akar végtelen szamu
megoldas létezhet, melyek példaul egy-egy konstansban térmek el egymastol (egy elsérendi
differencialegyenletnél). A példankban ranézésre megallapithatd, hogy az altalanos megoldas:

y(x)=gxtve @)

Ahhoz hogy egy partikularis megoldast kaphassunk tovabbi feltételeket kell megszabnunk. Ez alapvetfen
kétféle mddon torténhet: kezdeti- vagy peremértékekkel.

Egy kezdeti érték problémanal egy n-ed rendl differencialegyenlethez meg kell adni a fliggetlen valtozd
(esetuinkben x) egy adott értékhez tartozo fuggvényértékét ( ) ¢ ) és az elsétél az (n-1)-edik derivalthoz tartozd

értékét (' o« ) ,y" &) ...).

A példankban, mivel egy els6rendl differencialegyenletet vettiink, csak a flggvény értékét kell megadnunk
(n-1=0) egy adott pontban. Ez az érték az Ugynevezett kezdeti érték. A kezdeti érték legyen:

Y «=0)=1 (3)

Behelyettesitve az altalanos megoldasba:
1
yQ(:O)ZEX +c =1 4.)
Tehét a partikularis megoldés:
_1
Y& FE-x"+1 (5.
2
Egy peremérték problémanal egy n-ed rendi differencidlegyenlethez n pontban kell megadni az dsszetartozo

X és y (x ‘értékeket. Példaul egy masodrendl kozonséges differencidlegyenletnél melyet 0 és 1 kozott
értelmeziink ) (¢ ' értékét x =0 és x =1 pontban. Ezeket az értékeket nevezzik peremértékeknek vagy
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peremfeltételeknek. Egy els6rendi differencialegyenletnél gyakorlatilag nincs kilénbség peremérték és kezdeti
érték probléma kozott, ezért példaként nézziink egy egyszeri mésodrendli egyenletet:

d*y
ax”

=0

Ranézésre megallapithato, hogy az altalanos megoldas:

y (X) —ax+b

A partikularis megoldashoz szilkséges peremfeltételek legyenek:

y(X:O):Z és y(X:1):3

Egymas utan behelyettesitve 6ket az altalanos megoldasba hamar megallapithatd, hogy a partikularis megoldas:

y(x):x+2

1.4.2 Parcialis differencialegyenletek

Egy parcidlis differencidlegyenlet olyan egyenlet, melynek ismeretlene egy tébbvaltozos figgvény: u(x1, x2, ...
xn), és az egyenlet az ismeretlen fliggvény kildénbozé (legalabb kettd) valtozok szerinti derivaltjai kozott teremt
kapcsolatot. Altalanos alakban:

ox,” ox, oxo0x, ~oxox,

2 2
/__(vaxn,u, ou du 0u o°u JZO

Egy parcidlis differencialegyenlet rendje a benne szereplé legmagasabb rendii derivalt rendje, azaz a
legfeliebb elsé derivaltakat tartalmazé egyenlet elsérend(, a masodik derivaltakat is tartalmazé masodrenddi, és
igy tovabb.

Egy parcidlis differencialegyenlet altalanos megoldasa azon fiiggvények csoportia melyek kielégitk a
differencialegyenletet. A koézOnséges differencialegyenletekhez hasonléan itt is tovabbi feltételekre van
szilkségunk, hogy megkapjuk az egyenlet egy partikularis megoldasat. Ezek a tovabbi feltételek itt is kezdeti
és peremfeltételek lehetnek, és az adott problématdl fligg, hogy milyen formaban van rajuk szikség.

Legyen egy példa egyenlet:
ou _0u
ot ox?

Az u flggvény a t és x koordinatatdl fiigg (ezek lehetnek példaul az idé és a pozicié egy tengely mentén) és az u-
ra felirt egyenletiink annak t és x szerinti derivaltjait is tartalmazza. A t valtozd szerinti elsé derivalt és az x
szerinti masodik derivalt szerepel az egyenletben, ezért Gsszességében ez egy masodrendi parcialis
differencialegyenlet. Az u flggvényt elképzelhetjik Ugy is, mint az x-t sik folé kifeszitett fellletet, vagy u
valtozasat egy x egyenes mentén az idében (a t koordinata mentén). Ha az utdbbi modon képzeljlk el u-t, akkor
talan kdnnyen belathat6, hogy pontos kiszamitasahoz meg kell adjuk a kezdeti értékét és az x tengely elején és
végeén felvett értékét, vagyis a peremfeltételeit is.
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A kezdeti érték megadasa nem elegendé egyetlen (1‘ =t,x = X1) pontban, hanem példaul az egyik valtozd

egy konkrét értéke mellet a tobbi valtozo teljes értelmezési tartomanyara kell vonatkozzon:
u(z‘ = to,x) = f(x)

A peremfeltételek megadéasa pedig igy torténhet:

u(z‘,x :O) =1 és u(z‘,x :1) =0

Lathatoan ezek a peremfeltételek stacionerek, mert nem fliggenek az id6té! (konstansak).

u(t=0,x)=fp(x)

5. abra

Parcialis differencialegyenleteknél a peremfeltételeknek tobbféle tipusa ismert. A legfontosabb tipusok

» Dirichlet, vagy els tipusi peremfeltétel. Az ismeretlen fiiggvény értékét adjuk meg az adott pontban:
u(l‘,x = O) =0,egyél U(X = O,y) =f (v vagy akar egy felllet mentén.

e Neumann, vagy masodik tipusi peremfeltétel. Az ismeretlen fliggvény az értelmezési tartomanyra
merdleges derivaltjanak az értékét adja meg egy pontban, egy perem mentén:

ou “_’y ):f &, ) ) vagy akar egy fellilet mentén: M)Zf & y,z)

on on
e Robin, vagy harmadik tipusi peremfeltétel. Az ismeretlen fiiggvény az értelmezési tartomanyra
merdleges derivaltjat a fliggvényérték egy linearis kombinacidjaval adjuk meg egy adott pontban, egy
o K.y )
=k -y
adott  él  mentén: on , vagy akar egy felulet mentén:
ou x,y,2
QRIZ)_ ko y-u,)
on

1.4.3 Skalarterek

Ahogy azt lattuk az intenziv mennyiségeket (hémérséklet, nyomas, parcialis nyomas és paratartalom, stb.) a
nem-egyensulyi termodinamika kontinuum modelljeiben sokvaltozos fliggvényekkel tudjuk leimni, példaul:
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T(X,y,z,f ) Ezek a fliggvények skalartereket hataroznak meg. Ezen azt értjik, hogy ezeknek a skalartérnek

minden egyes példaul az (X, VY, Z,l‘) koordinatakkal meghatarozott pontjadban van egy-egy értéke, ami egy

skalar, azaz szam (tehat nem vektor). Egy egydimenziés skalarteret elképzelhetlink tgy, mint egy szdmegyenest,
melynek minden pontjaban van egy értéke (az x koordinatatél eltérd). Két valtozé esetén egy xy sik minden
pontja rendelkezik egy értékkel. Egy kétdimenzids skalartér legegyszeriibben szintvonalaival jellemezhetd (az
azonos értékl pontokat dsszekoté gorbék a szintvonalak). Még a haromdimenzids skalartér is elképzelhetd
mintegy adott térfogat illetve test, melynek minden egyes pontja rendelkezik egy értékkel. Harom dimenziéban
szintvonalak helyett szintfellleteket definialhatunk ennek szemléltetésére. egy négy dimenzids skalartér
elképzelése talan mar meghaladja a képzeléerdnket, de a matematikai leirasban nincsen lényeges kiildnbség.

A transzportfolyamatok a hozzajuk tartoz6 intenziv mennyiségek inhomogenitasa miatt jatszodnak le (példaul a
hémérséklet térben és idBben eltérd volta miatt), ezért a skalarterek megvaltozasat kell megvizsgalnunk. A
skalarterek id6ben és térben valtoznak. Az id6 szerinti megvéltozas jellemzésére az id6 szerinti derivalt, a hely
szerinti megvaltozaséra pedig a gradiens szolgal.

1.4.4 Gradiens

A gradiens egy skalarmezékre alkalmazhaté differencialoperator. Egy fiiggvény gradiense a fliggvény
derivaltjanak altalanositasa tébbdimenzios terekre. X Y és Z komponensei az adott fizikai mennyiség x,y és z
iranyu megvaltozasanak ronamossagaval aranyosak.

Jelolése: grad vagy [1(Nabla szimbolum).

A Nabla vektor komponensei:

9
ox
0= 9, I +i/ +ik vagy masképp jeldlve: [ = i
ox~ oy~ 0z~ ay
9
0z
Ahol i,i,—diﬁerenciéloperétorok, i, | és k pedig az x, y és z iranyu egységvektorok. Mindezek alapjan
0x dy 0z
egy skalartér gradiense:
9F
o0x

gradF «,y,z FUF «,y,z )-—FL+6—F/+6—F/(- oF
ox oy = 0z ay
9F

0z

gradF egy vektor (nabla vektor) és F skalartér szorzataként maga is vektor. A gradiens tehat a skalartér
minden pontjahoz egy-egy vektort rendel hozza, melynek komponensei a skalartér adott pontjaban vett x, y és z
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iranyU derivaltjaval aranyosak. Természetesen a gradienst nemcsak harom, hanem 2 és 1 dimenzidban is lehet
értelmezni.

Swurface, Contowrs, and Gradient Field.

6. abra egy kétdimenzios skalartér egy 3 dimenziés felilettel szemléltetve (minden egyes pontban a fellilet magassaga a skalartér adott
pontban vett értékével egyezik meg), alatta az xy sikban a skalartér szintvonalai és a gradiens vektorok

A gradiens vektorok jellemz6i:

« afliggd valtozé (F) legrohamosabb megvaltozasa iranyaval parhuzamosak
» afliggd valtozo névekedése iranyéba mutatnak

» hosszuk aranyos a fiiggé valtozé megvaltozasanak rohamossagaval

« merblegesek a szintvonalakra ill. szintfelliletekre

7. abra egy F skalartér két szintvonaldval és harom pontba vett gradiens vektoraival szemléltetve
jol megfigyelhetéek a gradiens vektorok tulajdonségai

A gradiens egyik értelmezése:

AF, =F, -F, 00Fds =2 ax + 9 gy + 9% 47
0x oy 0z

1.45 Vektorterek

Egy skalartért gradiense egy vektorteret hataroz meg. Ezen azt értjlik, hogy ezeknek a vektortereknek minden
egyes pontjahoz tartozik egy vektor (melynek nagysaga és iranya van). A vektortereket altalaban nem vektor-
vektor fliggvényként hanem a harom térbeli komponensiiket leiré fliggvényekkel szoktuk megadni. igy egyetien
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harom dimenziés vektortér leirdsdhoz 3 harom (vagy ha id6ben is valtoznak akkor 4) dimenziés fiiggvény
szlkséges.

1.4.6 A vektorterek potencialja

Egy vektortér akkor potencialos, hogyha felirhaté a kdvetkezd formaban:
/=09

Azaz ha megadhatoak egy ¢ skalartér gradienseként. Ebben az esetben ¢ a l vektortér potencialja. A potencial

nagyban megkdnnyiti egy vektortér leirasat, hiszen a vektorteret leird mindharom komponens leirhaté egyetlen
skalartér segitségével. A valosagban nem minden vektortérnek van potencidlja, tbbek kdz6tt az aramlastanban
talalkozunk a legtébbsz6r nem potencialos vektorterekkel (az aramlasokat leird sebességterek a legtdbb aramlas
fajtanal nem potencialosok). De amint majd a kovetkezékben latni fogjuk a hdvezetés és nedvességvezetés
vektorterei (héarams(irliségek és nedvességaram siirliségek) szerencsénkre potencialosok.

1.4.7 A vektorterek divergenciaja

A divergencia a vektorterek egyik differencialoperatora. Skalar jellegli mennyiség, azaz a vektortér minden
egyes pontjahoz egy skalart rendel hozza: a vektortér divergencidjat abban a pontban. A vektorok
értelmezhetdek Ugy, mint valamilyen dram arams(riiség vektorai. A divergencia a vektortér kifele mutaté tobblet
aramanak térfogati egységre vetitett értékét mutatja meg, azaz hogy mennyivel nagyobb a kiaramlas a
bearamlasnal. Ennek megfeleléen

e apozitiv eléjelli divergencia kiaramlast
* azérus divergencia azonos vagy nulla ki- és bearamlast
» anegativ divergencia pedig bedramlast jelent.

Vizsgéljuk meg a i vektorteret, melynek egy aram arams(iriségét adja meg, és komponensei:

Jx
L=\,
'Z

J

Z divergenciajat a kovetkezd pontszorzassal (skalaris szorzassal) allithatjuk el6:

/ . . .
X 0

O'I'VZ:DS_/Z 0 0 0 /.y :ij+/y+6/2

ox 0y 0z)| " ox dy o0z

z

Ennek belatasara egy elemi élhosszisagu, a koordinatatengelyekkel parhuzamos hasabra probaljuk meg kézzel
kiszamitani, hogy mennyivel nagyobb a vektortér kidramlasa, mint bearamlasa.
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El6sz0r x iranyban vizsgaljuk meg, hogy mennyivel tobb kézeg aramlik ki a hasabbol, mint amennyi bearamlik.

.0
Ha x helyen az x irany komponens j,, akkor x+dx helyen kordlbeldl / + %dx
X
> z
. dV=dxdydz
AT
/ d . .9
’ Ix It i dx
% oX
v —> —
dx
dy X
y : dx

Azaz az x iranyu tobblet kidramlas (aram):

K/‘X +g/; XJ—jX}dydz

Az egész hasabra tehat az 6sszes tdbblet kiaramlas:

.0/, . 9/, .0, .
/X+a_de =/, |avdz +|| J, +Wd -/, |oxdz + /Z+a—zdz -/, |axdy =

(6/ 6/' 6/

adxdydz =div jdV
0x ay az

Ha tehat egy elemi térfogati hasabbdl a tdbblet kiaramlas div l dV, akkor egy elemi térfogati egységre vetitett

fajlagos értéke div l , €s ez a divergencia definicioja.

1.4.8 Gauss-Osztrogradszkiy tétel

\&-L

1.5 A hétranszport egyenletének alapjai

Az épiiletfizikai transzportfolyamatok modellezésének alapjai a h6vezetés egyenlete, ami egy linearis
masodrend( parcialis differencialegyenlet. A feltétlenil szilkséges matematikai alapok atismétlése utan ennek
(illetve ebben a fejezetben egyeldre csak a stacioner formajanak) a levezetését mutatjuk be. A magyar
szbhasznalatban a vezetés sz0 a hOvezetés egyenleténél kissé félrevezetd, célszerlibb lenne inkabb
hétranszportrdl beszélni, mivel a hétranszportnak a vezetésen kivil mas mechanizmusai is vannak.
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1.5.1 A hétranszport mechanizmusai

A hétranszport mechanizmusai:

«  Hdvezetés, azaz hétranszport nettd anyagvandorlas és elektromagneses sugarzas nélkiil

1 ';X‘.f T & \?'I-{; 4 .2;
RLETIRs SARRS
o“xo‘ oo o &= \[.I I L I ’\4

0 a szilard anyagokban a kétott helyzeti molekulak rezgésével és a szabad elektronok
mozgasaval adodik at energia
o folyadékokban és gazokban (aramlastani értelemben mindkettd folyadék, vagy fluid) az egyes
molekulak egymassal val6 Utkdzéssel és diffizioval adnak at energiat egymasnak, mikdzben
netté anyagaramlas nem torténik
*  konvektiv hdaramok

*— o
= =
‘SHH

o %

*  konvektiv h6aramok fazisatalakulassal
e h@sugarzas

-0 0 0 @
o o 0 o o

1.5.2 Hdvezetés - Fourier torvénye
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A transzportfolyamatok lényege, hogy valamilyen intenziv mennyiség inhomogenitasa a hozza tartoz6 extenziv
mennyiség aramat inditja el. A hévezetésnél az intenziv mennyiség a hémérséklet és az extenziv mennyiség a
hé. Tehat a hémérsékletkiilonbség héaramokat indit be:

*  Homérséklet: 7 [K], intenziv mennyiség
Ahé: Q [J], extenziv mennyiség

aqQ

A hd id6egység alatti megvaltozasa a héaram: Q= ? W]

» A hdaram egységnyi feliletre vett értéke a hdaramsiriiség: g

aQ
cond = dA [W/mz]
Fourier tdrvénye szerint a hévezetésnél a hdaramsliriiség egyenesen aranyos a hémérséklet megvaltozasanak a
rohamossagaval (a hémérséklet gradiensével), az aranyossagi tényezé pedig a hévezetési tényezé6 A [W/mK]:
=-A0O0T

qcand
Tehéat a h6aramok potenciélja a hdmérséklet.

A héaramsl(rliség egy vektor jellegli mennyiség (egy vektorteret hataroz meg), hiszen egy vektormennyiség (a
hémérséklet gradiense) és egy skalar (a hdvezetési tényezd) szorzataként kapjuk meg. A Fourier torvény és a
gradiensrél tanultak alapjan a héarams(ir(iség vektorok tulajdonsagai:

* ahdémérséklet legrohamosabb megvaltozasanak iranyaval parhuzamosak

* a hdémérséklet csokkenésének az iranyaba mutatnak (ellentétben a gradienssel, ezért szikséges a
negativ eldjel)

* a vektorok hossza (a héaramsiirliség vektorok nagységa) egyenesen aranyos a hdmérséklet
megvaltozas rohamosséga és a hévezetési tényezd szorzataval

» avektorok merélegesek az izotermakra (T skalartér szintvonalaira vagy szintfellileteire)

A héaramslirliség vektor komponensei:

9T\ (-, 2T

Doond x A, 0 0 g); g g);

Qeong = | Doonay |~ -1*1 0 /]y 0 E = = J’W
9 cona.z 0 0 4 3T 3T

0z) \ "oz

Az el6z0 képlet jol szemlélteti, hogy a hdvezetési tényezének eltérd értéke lehet az eltérd irdnyokba (nem izotrép
anyagok), sét val6jaban a hely, a hémérséklet és példaul a nedvességtartalom fliggvénye is lehet. De egyelbre a
tovabbiakban az egyszer(iség kedvéért konstansnak tekintjik. A numerikus médszereknél majd latni fogjuk, hogy
val6jaban nem jelent klildndsebb nehézséget az sem amikor nem élink ezzel a kézelitéssel.

1.5.3 A stacioner hévezetés egyenlete, a Laplace egyenlet

A Fourier térvény 6nmagaban még nem elegendd a hémérsékletmez megoldasahoz, hiszen csak az ismeretien
hémérséklet és a szintén ismeretlen héarams(rliségek kdzott teremt kapcsolatot. Még le kell vezetniink a
hétranszport mérlegegyenletét. Az egyszer(iség kedvéért elészor csak stacioner folyamatokrél beszélink, azaz a
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rendszer minden pontjan a hémennyiség iddbeni megvaltozasat nullanak tekintjik. A nem-egyensulyi
termodinamikardl sz6ld révid bevezet6ben mar megemlitettik, hogy stacioner esetben a mérlegegyenletek
altalanos alakja végeredményben:

extenziv mennyiség
vezetéses ki- és bearamlasanak
eldjeles 6sszege
az elemi térfogatban

. - extenziv mennyiség

nziv mennyi o : 2
extenziv lennyiseg konvektiv ki- és bearamlasanak | _
forrasa + =

eléjeles 6sszege

ez elem terfogatban az elemi térfogatban

Tovabbi egyszeriisitiink azzal, hogy a forréserdsséget és a konvektiv aramokat nullanak tekintjiik. Igy a
mérlegegyenlet a kdvetkezd format veszi fel:

extenziv mennyiség

vezetéses Ki- és bearamlasanak | _ O
el6jeles 6sszege -

az elemi térfogatban

A Fourier torvénnyel le tudtuk imi a héaramsiriiségek és a hémérséklet kapcsolatat. A kérdés az, hogy a
héarams(rliség vektorterébdl hogyan hatarozhatdé meg a ki- és bearamld héaramok elbjeles dsszege az elemi
térfogati egységre. Amint azt mar korabban lattuk vektorterek e tulajdonsdganak meghatarozasara szolgal a
divergencia. A héaramslrliség divergenciajanak nullanak kell lennie:

-div g =0

A negativ eléjel majd az instacioner hétranszport egyenlet levezetésénél lesz egyértelm(, egyel6re fogadjuk el
tovabbi magyarazat nélkl.

Harom dimenzidban kifejtve:

—div grad T =-div| -/ E—)I E—)l or =0
ox Yoy ‘oz

A negativ el6jeleket kiejtve:
d/'l//]£+/] £+A£ =0
“ox Yoy ‘oz

Ahogy azt a divergenciardl szdl6 fejezetben lattuk egy vektortér divergenciaja gyakorlatilag a Nabla vektor
(differencial operator) és a vektortér skalaris szorzata:

adiv| A £+/1 £+/] or =0A 6T+/1 ar+/] or =0
“ox Yoy ‘oz Yox Yoy ‘oz

Vektoridlis formaban
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i(/] or /]ar Aarjzo

“ox Yoy ‘oz

Azaz:

0 ,07 0,07 0,07
+ + =

A A —+—) —=
Yoy 0z ‘oz

— A —+— 0
ox “ox oy

Ha feltételezziik, hogy a hdvezetési tényez§ konstans, akkor kiemelhetjik, és megkapjuk a haromdimenzids
stacioner hévezetés konstans anyagjellemzdok melletti parcialis differencialegyenletét:

2 2 2
1 07-+/] 67'+/1 07T _

0
anZ yayZ zaZZ

Az egyenlet e formaja a hévezetési tényez6t leszamitva, illetve egy konstans és izotrop hévezetést feltételezve
gyakorlatilag megegyezik az ugynevezett Laplace egyenlettel, mely a fizika szdmos teriletén nagy szerepet kap:
0°F 0°F 0°F

2 + 2 + 2 = O
ox~ dy° o0z

A Laplace egyenlet felirhatd az ugynevezett Laplace operator segitségével is, ami szintén egy
differencialoperator:

0° N 0 0

A= +
x> ody* 0z°

Tehat a Laplace egyenlet egyszeriibben:
AT =0

A A operator nem dsszetévesztend a delta T-vel!

1.6 Javasolt irodalom a fejezethez:

Gabor, L.; Zéld, A.. Energiagazdalkodas az épitészetben, Akadémia Kiado, 1981, Budapest, pp. 16-24,
ISBN: 963-05-2536-4

Bakonyi, D.; Becker, G.: Epiletfizikai szimulaciok a gyakorlatban, In: In: Pataky, R.; Horvath, S. (ed.),
V. Epiiletszerkezeti Konferencia - Epiiletfizika, 2014, Budapest, pp. 132-150, ISBN: 978-963-313-129-9

skalaris szorzat:  http://hu.wikipedia.org/wiki/Skal%C3%A1ris_szorzat
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2 A numerikus modszerek alapjai

A stacioner hévezetés egyenlete az egyik legegyszeriibb parciélis differencialegyenlet az éplletfizikaban, ezért
kivaléan alkalmas arra, hogy a numerikus modszerekbe vald bevezetést ra épitsik. Mielétt azonban
belemerllink a numerikus modszerek rejtelmeibe, probalkozzunk meg egy egyszeri eset kézi analitikus
megoldasaval.

2.1 A stacioner hbévezetés egyenletének egy specialis analitikus
megoldasa

T(x=0.2)=20
\

| —

| T(x)=??

>X [m]
0 0.3

A kérdés: milyen hémérsékletmezd alakul ki egy egyhéju homogén falban. A fal vastagsaga legyen d=30 [cm],
anyagaban teliesen homogén és izotrép, hévezetési tényezbje pedig A=1 [W/mK]. A fal szélessége és
magassaga legyen joval nagyobb (idedlisan végtelen nagy), mint vastagsaga, és csak a fal egy kozbiilsé
metszetében vizsgaljuk a hdmérsékletet. Kiils6 és a bels6 felillete legyen egyarant izoterm, kivil T(x=0)=10 [°C]
belll pedig T(x=d)=20 [°C] feluleti hémérsékletii. Mivel ilyen egyszer( feladatot tliztlink ki magunknak a stacioner
h6vezetés parcialis differencialegyenletét egyszerisiteni tudjuk.

Mivel a fal szélessége és magasséaga végtelen nagy, a kiilsé és belsd felllete teljesen izoterm, anyaga pedig
teliesen homogén csak a falra meréleges iranyban alakulhat ki hémérséklet gradiens és a fal a felileteivel
parhuzamos metszdsikjai teljesen izotermek lesznek (tehat ezekben a sikokban a gradiens mindenditt nulla).
Ennek megfeleléen a hdmérséklet y és z iranyu derivaltjai mind nullak lesznek és kiesnek az egyenletbdl:
2 2 2 2 2
T T A A . T
9 +)la + 9 =0 - /16 =O///./1d =

0
*oax*  Yoay* ‘oz? dx? ax?

Ezzel a parcidlis differencialegyenletiink egy kézénséges differencialegyenletté ,szelidilt”. Figyeljik meg
tovabba, hogy a megadott peremfeltételek Dirichlet peremfeltételek, azaz az ismeretlen fliggvény helyettesitési
értékei vannak eléirva a peremeken.

Tehat keressik azt a T fuggvényt, amelynek masodik derivaltja nulla, és x=0 helyen 10, x=d=0.3 helyen pedig a
20 értéket veszi fel. Az egyenletrdl ranézésre megallapithatd, hogy altalanos megoldasa egy egyenes a
kovetkezé egyenlettel:

T(x) =ax+b

A konkrét megoldast a peremfeltételek behelyettesitésével kaphatjuk meg:
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T(x=0)=a0+b=10 - b=10

T(x=03)=503+10=20 - a=331
3

=7 (x) =332 x +10
3

Grafikusan abrazolva:

T[°C]
T(x=0.2)=20
20
| T(x)=33.3x+10

10

T(x=0)=10
x [m]
0 0.3

Természetesen ennek a kiszdmitdsahoz semmi szlikség nem lett volna a stacioner hdvezetés
differencialegyenletére, sokkal egyszerlibb pl. grafikus mddszerekkel is elérhettik volna a célinkat. Mégis
hasznos a példa, mert j6I szemlélteti, hogy az Gsszes egyszer(i kézi vagy grafikus szamitasi modszer is
végeredményben a hétranszport mérlegegyenlet egy specialis megoldasa. Tovabba érdemes lépésenként
végiggondolni, hogy milyen feltételezésekkel és egyszerisitésekkel élve tudtuk az elsé latasra bonyolult parcialis
differencialegyenletet egy konnyen megoldhaté alakra hozni, és hogy meddig terjed ki ezeknek a
feltételezéseknek az érvényességi kére. Ha példaul a falunkrdl hirtelen kiderliine, hogy mégsem teljesen
homogén és izotrop, vagy a hdvezetési tényez6je mondjuk maga is hémérsékletfiiggd, vagy nem végtelen
kiterjedésl az egyszerli szdmitasok rogton érvénylket vesztenék. Bizonyos esetben létezhetnek bonyolultabb
analitikus megoldasok, de a legtobb altalanos esetben ez nem all a rendelkezésunkre.

Ennek a targynak a témaja a transzportfolyamatokat leir6 mérlegegyenletek legaltalanosabb alakjanak a
numerikus megoldasa. Ezekbdl elvileg mar minden més specidlis eset is levezethetd lesz, de a numerikus
maodszerek hasznalatanak a lényege, hogy nem kell csak a kildnleges egyszer( esetekkel ,beérniink”.

2.2 Numerikus megoldéas, numerikus modszerek

De mi is pontosan egy numerikus megoldas, vagy egy numerikus médszer?

2.2.1 A numerikus megoldéas és a numerikus modszerek definicidja

Egy differencialegyenletnek (kozonséges vagy parcialis) alapvetden kétféle megoldasa lehet: analitikus vagy
numerikus.

Az analitikus, vagy mas néven zart képlet szerinti megoldas egy olyan matematikai formula, ami csak jol ismert
matematikai fiiggvényeket és kifejezéseket tartalmaz (pl. ) & )=sin (X) + X Cos (X) +2+x2+..)ésa

vizsgalt értelmezési tartomanyon kielégiti azt. Az el6z6 pontban bemutatott megoldasa képpen kapott fliggvény
T-re egy ilyen analitikus megoldas volt. A gyakorlatban azonban a legtébb differencialegyenletnek nincsen
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analitikus megoldasa. Azaz véges szamu lépéssel ismert figgvények felhasznalasaval nem tudunk felirni egy
olyan matematikai kifejezést, ami kielégitené az egyenletet. (Bizonyos egyenleteknek egyaltalan semmilyen
megoldasa nincsen, de ilyenekkel most nem foglalkozunk)

Ha nem lehetséges, vagy egyszerlien tul bonyolult az analitikus megoldas levezetése, akkor még mindig
megmentheti a helyzetet egy Ugynevezett numerikus megoldas. Mig egy zart képlet (egy fliggvény) az
értelmezési tartomanyanak minden egyes pontjan végtelen nagy felbontassal és pontossaggal meghatéarozza a
megoldast (hiszen a fliggvénybe barmilyen szamot behelyettesithetiink) egy numerikus megoldas pusztan a
keresett ismeretlen fliggvény pontosan meghatarozott véges szamu helyen felvett kozelité értékét tartalmazza.

Példaul vegyiik az el6z6 példaban bemutatott kozonséges differencialegyenletet az x [ (0,0.3) értelmezési

tartomanyon:
2

A g 72- =0
ax

A peremfeltételek segitségével meghatarozott analitikus megoldas:
1
T(x)=33_x+10
3
Ez a megoldas egy egyszeri matematikai kifejezéssel az értelmezési tartomany minden egyes pontjdhoz

egyértelmiien hozzarendel egy értéket, és tokéletesen igaz ra az egyenlet.

Ugyanerre a kdzonséges differencialegyenletre megadhatunk egy numerikus megoldast is, mely példaul a
kévetkezd alakot veheti fel:

x | o | o1 | 02 | o3 |
T | 10 | 13w | 1623 | 20 |

: >x [m]
0 01 02 03

Ez a megoldas nem a telies x [ (0,0.3) értelmezési tartomanyhoz, hanem csak 4 diszkrét ponthoz rendel

hozza és nem egy képletet, hanem csak 1-1 kozelitd helyettesitési értéket. Amint latjuk ezek az értékek a jelen
példaban teliesen pontosak, a kdzolt 6t pontban tokéletesen megegyeznek az analitikus megoldassal. A
valésagban altaldban nem tudunk ilyen pontossagot elérni numerikus megoldasokkal, ezért példaul a kévetkezd
értékek is tekinthetéek az differencidlegyenlet egy numerikus megoldasanak:
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S
T | 10 | 13332 | 16664 | 20 |

Ennek a megoldasnak az értékei mar nem teljesen pontosan egyeznek meg az analitikus megoldassal, de adott
esetben elegendben pontosak lehetnek a céljainknak.

A numerikus megoldasokat az egyenletrendszer kiilonféle algebrai atalakitasa, derivalasi szabalyok alkalmazasa,
valtozdk kiemelése, integralasa és hasonld miveletek helyett valamilyen numerikus médszer segitségével

e

eljaras mellyel kielégité pontossagu kézelité numerikus megoldasok talalhatdak a vizsgalt egyenletre.

A megoldandé, a vizsgalt tartomany egészére igaz zart egyenlet megoldasa helyett térben és/vagy idében
diszkrét elemekre osztjuk az értelmezési tartomanyt, és ezekre a kis részekre irunk fel kdzelité egyenleteket, ill.
egy egyenletrendszert az eredeti egyenlet alapjan, melynek megoldasa a numerikus megoldas. Szamos eltérd
modszer létezik, melyek kdzll a végeselem, a véges differencia és a véges térfogat modszerek a
legismertebbek.

2.2.2 Kis ,numerikus moédszerek torténelem”

A kilonféle differencialegyenletek megoldédsa mar j6 ideje komoly problémat jelent a matematikusoknak,
fizikusoknak és mérndkdknek, ezért a numerikus mddszerek otlete sem Uj. Mar akkor is alkalmaztak ilyen
eljarasokat, amikor a ,computer” még egy foglalkozas volt. Lewis Fry Richardson (1881-1953) 1922-ben
megjelent kdnyvében (Weather Prediction by Numerical Proces [x]), a korat messze megeldzve felvazolt egy
,52amitd szinhazat”, ahol sok-sok ,computer” (szamitasokat végzé ember) egy gémb alaku épiilet belsé feliletén
a Fold egy-egy kicsi zonajara végez meteoroldgiai szamitasokat. Minden egyes ,computer” folyamatosan
adatokat cserél a szomszédjaival. A kapott eredményeket a kdzépsé oszlop tetején Ul6k olvassak le, hogy
csbpostaval és telegrammal kézvetitsék a radiostudiokba, hogy kozhirré tehessék azokat. Ezzel a szikséges
szamitasi kapacitas megjelenése el6tt évtizedekkel bemutatta, hogy milyen lehetne egy numerikus id6jaras
elérejelzé rendszer.

7
43

V7| %
e

8. abra Richardson id6jaras el6rejelz6 ,szamit6 szinhaza”
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A numerikus mddszerek igazi elterjedése azonban csak a megfeleld szamitastechnikai kapacitas megjelenésével
tudott ténylegesen megtorténni. A masodik vilaghaboru alatt a Manhattan terv égisze alatt az els6 atombombak
tervezésénél sziikséges numerikus szamitasokat kezdetben computer holgyek végezték egyszerli kézi
vezérelt IBM mechanikai szamoldgépeket (lgynevezett tabulatorokat) is bevonjanak a feladatba. Amig a draga
berendezések megérkeztek és Ossze lehetett allitani 6ket a szamitasi modszereket a holgyekkel és a kézi
szamologépekkel tesztelték. Neumann Janos volt az egyik matematikus a programban aki élen jart az elsé
numerikus modszerek kifejlesztésében. A véges differencia modszerek Neumann féle stabilitasvizsgalata azota is
az 0 nevét Orzi.

Amikor végll Uzembe alltak a tabulatorok is, a szamitd alakulatot iranyitd fizikusok, Richard Feynman és
Nicholas Metropolis, nem tudtdk megalini, hogy legalabb egyszer ne rendezzenek egy versenyt a gépek és az
emberek kozott. Erdekes modon a human csapat ugyanazt a sebességet tudta produkalni, mint a kezdetleges
berendezések, természetesen azzal a kilonbséggel, hogy a hélgyek elébb utobb elfaradtak, mig a gépek egész
éjjel elzakatoltak, amig csak ki nem fogytak lyukkartyakbol vagy el pattant egy rugojuk vagy hasonlé alkatrésziik
(ami elég gyakori eset volt).

9. abra computer holgyek a Los Alamos National Laboratory-ban a habort alatt amint az IBM tabulatorokat kezelik

10. abra balrél jobbra: Neumann Janos, Richard Feynman és Nicholas Metropolis, a Los Alamosi igazolvanyképeiken

A digitalis szamitdgépek kora a haborl utan érkezett el. Az els6é programozhaté digitalis szamitdgép, az ENIAC,
1946 elejére készillt el a Pennsylvaniai Egyetemen és az egyik elsé feladata Teller Ede és Stanislaw Ulam az
elsd hidrogénbomba tervezéséhez sziikséges szamitasainak az elvégzése volt.
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11. abra balrél jobbra: Teller Ede és Stanislaw Ulam a Los Alamosi igazolvanyképeiken

Jol latszik, hogy a fizikusok és a hadsereg azonnal felismerte a numerikus szamitasok fontossagat amint a
hozzéjuk szikséges technologiai elérhetévé valt. Azéta a fejlédés ugymond toretlen volt. A legelsd
probalkozasok Ota mara egy kulon tudomanytertlet jott létre ezeknek a kozelitd szamitdsoknak a
fejlesztésére. Az elmalt néhany évtized abban hozott valtozast, hogy a szamitastechnika fejlédésével
matematikailag egyre bonyolultabb, vagy legalabbis egyre nagyobb szamitas igényl modelleket tudunk
megoldani egyre nagyobb sebességgel. igy lehetdség nyilik bonyolultabb rendszerek kezelésére, egyre
tobb folyamat figyelembe vételére, a valds rendszerek reményeink szerint egyre hibb leképezésére,
mégpedig a nagykozonség szamara is hozzaférheté szamitogépeken. Ez nyitotta meg az utat az
emlitett szimulacios ,iparag” és egészen Uj kutatasi teriletek |étrejottéhez tobbek kozott az épitésben és
azon belil az épuletfizika teriletén is.
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SOURCE: RAY KURZWEIL, "THE SINGULARITY IS NEAR: WHEN HUMANS TRANSCEND BIOLOGY", P.67, THE VIKING PRESS, 2006. DATAPOINTS BETWEEN 2000 AND
2012 REPRESENT BCA ESTIMATES.

12. abra Moor torvénye,
forras: Ray Kurzwell: The singularity is near: when humans transcend biology, p.67, The Viking Press,2006

BME - Epitészmémaki Kar — Epilletszerkezettani Tanszék 26. oldal



Bakonyi Daniel — Transzportfolyamatok modellezése az éplletszerkezetekben 2016. 09. 08. allapot

2.3 Véges differenciak

A numerikus szamitdsi modszerekkel vald ismerkedésinket kezdjlk az egyik legegyszeriibb modszerrel: a
véges differencia modszerrel.

Amikor a gimnaziumban és az egyetemeken a derivalast el6sz6r tanitidk a hatarérték-szamitas utan altalaban
rogton ez az abra szokott felkerliini a tablara:

Ha egy f fliggvény meredekségére vagyok kivancsi egy adott x pontban, akkor azt kdzelithetem az f fliggvény
egy hurjanak a meredekségével:

f(x+dx)—f(x)

meredekség [
ax

Azaz a meredekség kozel azonos f x és x + dx kozotti megvaltozasa és ax hanyadosaval, ahol dx egy
véges kicsi Iépés az x tengely mentén. Ezt a hanyadost neveztiik differenciahanyadosnak. Ahogy dx csokken
a kapott hur meredeksége folyamatosan valtozik és tart / x-ben vett meredekségéhez. Innen mar csak egy
lépés volt bevezetni a derivélt fogalmat, ami nem mas, mint a differenciahanyados hatarértéke amikor ax
nullahoz tart. Ennek a hatarértéknek volt a neve a differencialhanyados:

f'(x) :J)i(rpof(x+d;()2—f(x)

A differenciahanyados ezek utan legtdbbszor feledésbe is meriilt, hiszen az alap fliggvényeknek ismertek a
derivaltjai és derivalasi szabalyai. De ahogy emlitettiik a transzportfolyamatok differencialegyenleteinek zart
képlet szerinti megoldasa altaldban nem létezik ezért egy kozelitd numerikus megoldast kereslink. A véges
differencia médszer alap otlete igen egyszer(: a ,pontos” differencia hanyados helyett elegendd lehet néhany
diszkrét pontban meghatarozni a derivaltat, mégpedig csak kozelitd jelleggel: differencial helyett
differenciahédnyadosokkal szamolva, ahol a dx 1épést nem visszik el nulldba, hanem meghagyjuk valamilyen
véges kicsi értékiinek. Innen ered a modszer elnevezés: véges differencia modszer.

A legegyszer(ibb elsérendi véges differencia sémak, melyekkel egy fuggvény elsd derivaltjat kozelithetjik:
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flx+ax)-Ff(x
f (X) 0 ( d) ( ) az Ugynevezett haladd differencia (forward difference)
X

az ugynevezett retrograd differencia (backward difference)

f(x+dx)—f(x—dx)
f' (X ) U °g az Ugynevezett centralis differencia (central difference)
X

Ezeket a véges differencia sémékat a kdvetkezd abraval szemléltethetjlik:

y f(x)
s f(x+dx)-f(x)
dx

f(x)-f(x-dx)
dx
f(x+dx)-f(x-dx)
> X 2dx

x-dx X x+dx
Mindharom séma az f (X )nggvény X helyen vett derivaltjat (meredekségét) adja meg kozelitd modon. Jol

latszik az &bran ez a kozelitd jelleg, hiszen mind a harom mddszerrel a fuggvény egy-egy hurjat kapjuk meg, nem
pedig a valodi érintét. Az is érzékelhetd, hogy ha a dlx Iépés kelléen kicsi (de nem nullal), akkor a valddi
érint6hdz igen kozeli eredményt kaphatunk.

A hdvezetés differencialegyenletében nem elsérend(i, hanem masodrend(i derivaltak vannak, ezért masodrend(i
sémara is szilkséglink lesz. Az elsérend(i halado differencia séma segitségével igen kdnnyen belathatd, hogy:

f'(x+a’x)—f'(x)
ax

f"(x) 0

Azaz f (X)mésodik derivaltia  x helyen kozelithetd egy halado véges differenciaval és 7 (X)eI36

derivaltjaival. Az els6 derivaltra azonban mar felirtunk sémakat, igy ezeket szintén kifejezhetjlik egy-egy
differencia hanyadossal (esetlinkben egy-egy retrograd differenciaval).

' ' Fa+ax yf &) Feyrfa-ax)
f--(X)Df(X+dX)_f(X): ax ax
ax ax

Egyszerisités utan:

f"(X)Df & +adx )—Zféz()*'f & —adx)
ax
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2.4 A Taylor sor

A kuldnb6zé véges differencia sémak killénb6z6 pontossaggal kozelitik a differencialhanyadost. A legfontosabb
kérdés: milyen j6 ez a kozelités, azaz mekkora a hiba? Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk valaszolni még valamit at
kell ismételntink egykori matematikai tanulmanyainkbol. Ez lesz a Taylor sor.

Legyen f (X ) egy fuggvény, mely egy x = a pontban végtelenszer derivalhatd. Tegyuk fel, hogy ebben az a

pontban ismerjiik a fliggvény és derivaltjai értékét. Az £ (X )fijggvénya kérnyezetében a kdvetkezd sorozattal

helyettesithet6:

T(X) = gfnls!a) (X - a)n

A Taylor sor a fliggvény matematikai kifejezése egy végtelen hosszu 6sszeggel. Az 6sszeg egyes elemei rendre
f n-edik derivaltianak & -ban vett értékét (ami egy-egy konstans), (X - a) n-edik hatvanyat és a nevezében n

faktorialist (ami szintén egy-egy konstans) tartalmazzak. Tekintetbe véve, hogy egy fliggvény nulladik derivaltja
maga a fliggvény, és nulla faktorialis definicié szerint1, a Taylor sor elsd néhany elemét igy irhatjuk fel:

r*(a)

F(x)=r(a)+ (@) (x -a) « ) - o +T712)

(x-a) +T(x—a)3 +...

Felmerllhet a kérdés, mégis mire j6 ez? Latszélag egy egyszerli matematikai kifejezést (az eredeti
fuggvénylinket) lecseréltiik egy végtelen tagl 6sszegre. Ha jobban megnézzilk azonban, az igy kapott sorozaton
latszik, hogy az magat az f fiiggvényt mar nem tartalmazza sehol sem, csak a derivaltjgnak az & pontban vett
értékeit. Tehat a Taylor sorral & kornyezetében le tudom imi 7 -et, Ugy hogy csak az a pontban felvett
értékeirdl kell hogy informaciom legyen. A kapott kifejezéssel x-be behelyettesitve egy konkrét értéket
megkaphatom 7 abban a pontban felvett értékét. Ha még mindig nem vilagos, hogy hol rejlik ennek az értelme,
akkor nézziink meg egy konkrét példat.

Az egyszeriiség kedvéért a legyen egyenld 0-val, azaz a 0 pontba irjuk fel a fliggvény Taylor sorét (a 0-ba felirt
Taylor sort Maclaurin sornak nevezzik). A fliggvény pedig legyen az exponencialis fliiggvény. Mivel az
exponencialis fuggvény derivalasa nem okozhat gondot konny(i dolgunk van:

f(X):eX
T(X) :%(X—O)O +%(X—O)+%(X—O)2 +%(X—0)3 +...

Egyszerisitve:

e’ e’
T(X) =e° +90X+7X2 +EX3 +...

Mivel €° =1

T(X) :1+X+1X2 +1)(3 +...
2 6
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Azaz az exponencidlis fliggvényt fel tudjuk irni 0 kornyékén egy olyan kifejezéssel, ami nem tartalmazza magat
az exponencialis fliggvényt, csak hatvanyfliggvényeket. Végeredményben egy végtelen tag polinomrél van szo.
A polinom egy olyan kifejezés, melyben csak szamok és valtozok nemnegativ egész kitevéjl hatvanyainak
szorzatai illetve dsszegei szerepelnek.

Belegondoltunk-e mar, a zsebszamoldgéplink vajon hogyan szamithatja ki az exponencidlis fliggvény, vagy
példaul a trigonometrikus fiiggvények értékeit? A valasz, hogy a Taylor sorral, Maclaurin sorral vagy mas hasonld
algoritmusokkal, melyek csak a mikroprocesszorok altal elvégezhetd egyszeri miveletekre épitenek.

A gond csak ott van, hogy mig ezek a matematikai sorozatok végtelen elembdl alinak, addig a leggyorsabb
szamitdgép is csak véges szamu miveletet tud elvégezni végesen rovid idd alatt. A megoldas erre, hogy a Taylor
sornak nem az dsszes, hanem csak az elsé néhany elemét vesszilk. Ezt nevezziik Taylor polinomnak. Az, hogy
a sor dsszes tobbi elemét levagjuk (elhanyagoljuk) természetesen azzal a kovetkezménnyel jar, hogy a kapott
eredmény nem lesz teljesen pontos.

Az eloz6 (X) = e” példanal maradva vizsgaljuk meg, hogy egy Taylor polinom milyen jo kozelitést ad

a = 0 kdrnyékén, ha a sor els6 néhany elemét vessziik:

n=0, tehat; T(X) =1 0 05 1 15 2 25

n=1, tehat: T(X) =1+ x 0 05 i 15 2 25
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30

251

n=2, tehat: T(X) =1+ x +1X2
2

n=3, tehat: T(X) =1+ x +%)(2 +%)(3

n=4,tehét2T(X):1+X+%X2+%X3+2—14X4 0 05 i 15 2 25

Ezt igy folytathatnank a végtelenségig, de inkabb alljunk meg ezen a ponton. A telies Taylor sorbdl a hatodik

elemet, mely egy ¢ [x® -es tagot tartaimazott volna (ahol ¢ egy konstans) igy ,levagtuk’, ahogy minden utana
kovetkezé elemet is. Ha megfigyeljik a grafikont az elsd 6t elem mar eléggé pontos kdzelitést adott (legalabbis
szemmértékkel) 0-tol egészen korllbelil 1.5-ig. Ha tényleg csak & = O kozvetlen kormyezetében érdekel minket
az eredmény, mondjuk 0.1-ben, a hatodik tag hozzaadasaval mar csak vajmi keveset valtozna az eredmény.
Miért is? Mert a hatodik tag értéke rendkiviil kicsi lenne, hiszen x =0.1-ben x° =0.1° =0.000001-ot
tartalmazna. Minden tovabbi tag még nagyobb hatvanyokat tartalmaz, és mint ilyen még inkabb elhanyagolhato.

Ezt a felismerést matematikailag igy fejezhetjik ki:
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f(x) :1+X+1X2 +1)(3 +i)(4 +O(X5)
2 6 24

Leforditva: a Taylor polinom elsé 6t eleme nem teljesen ,pontos”, és a végén tartaimaz egy hibatagot O (X5) :

mely értéke ebben az esetben x 6tddik hatvanyaval arényos. Ezt nevezzik kézelitési hibanak (angolul
truncation error, azaz levagasi hiba). Ha a kézelitési hiba 6tod rend(i mint a példankban, az x csdkkentésével a
hiba x 6tédik hatvanyaval ardnyosan csokken. Fontos megjegyezni, hogy a kozelitési hiba rendje dnmagaban
semmit nem mond a hiba abszolit értelemben vett nagysagarél, csak azt mutatia meg, hogy az x
csokkentésével milyen gyorsan csdkken.

2.5 A masodrendil véges differencia alapséma hibaja

A Taylor sorrél atismételtek alapjan prébaljuk meghatarozni, hogy hanyad rend( a

f"(X)Df & +adx )‘2f@2()+f & —ax)
ax

masodrend(i véges differencia séma hibaja! (Fontos: a differencia séma rendje azt fejezi ki, hogy hanyadik
derivaltat kozelit, nem 6sszekeverendd a hibanak a rendjével, ami az el6z6 fejezetben ismertettiink). Ehhez a
Taylor sorfejtést fogjuk felhasznaini. Emlékeztetésil a Taylor sor altalanos alakja:

irjuk fel £ (X +adx ) értékét az f fiiggvény @ = x pontban felirt Taylor sora segitségével.

Es a mi konkrét esetiinkben & = x , ésmi x = x +dx pontban keressik 7 értékét.

f(x + a’x) = f(x) + f’(1X) (x +ax —X) + fugx) (x +ax —X)2 + éx) (x +ax —)()3 + 22)() (x +ax —)()4 +...
Egyszerisitve:

, d2 . dS " d4 .
f(x+dx):f(x)+a’xf (X)+%f (X)+%f (X)+%f (X)+...

Ugyanigy irjuk fel (X —dX) értékét is az 7 fliggvény @ = x pontban felirt Taylor sora segitségével. Tehat

a = x ,ésmix = x —ax pontban keresstik / értékét.

f(x —o’x) = f(x)+ r (]X)(x -ax —X)+ f”gx) (X -ax —X)2 + '”éx)(x -ax —)()3 + ”;gx)(x -ax —x)4 +...

Egyszerisitve:

, d2 " d3 " d4 o
f(x+dx):f(x)—dxf (X)+%f (X)-%f (X)+%f (X)+...
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Most mar felirhatjuk, hogy mivel is egyezik meg a megvizsgalandoé véges differencia kifejezéslink. Csak annyit
kell tennink, hogy 7 (X +ax ) és [ (X - dX) helyére behelyettesitjiik az ezekre az imént felirt kifejezéseket.

£ (x) + o () + 2 () + P 1)+ B ().
f(x+dx)—2f(x)+f(x—dx): 1 E2f(x).__ 6 24 j
ax? ax? , , \
_{f(x)-dxf'(x)ﬂ; (o) -2 () 2 f””(x)...j_

Végezzik el az egyszerisitéseket:

4
+ de!l”
24

[%+W+d§f~(x)+%

(X)...]

f(x+ax)=2f(x)+f(x-ax) 1

adx? ax? '
o - T 5 0)- 22 ) ).
Tehat;
flx+ax)-2Ff(x)+7F(x—-ax 1 " ax* .., " ax® L.
( ) d)((z) ( ):W{dxzf (x)+%f (X):|:f (X)+%f (X)

Mit is kaptunk? A vizsgélt masodrendi véges differencia séma x pontba felirva nem méssal egyenld, mint
" (X ) azaz a keresett pontos megoldas és a Taylor sor jellege miatt tovabbi végtelen szamu tag 6sszegével,

ax?

12

fliggvény negyedik derivaltianak értékétsl (hogy ez mekkora az az adott fliggvény jellegétél fiigg) és ax?-tol.
Mivel a keresett fliggvény minden esetben mas jellegli lehet, ezért a negyedik derivalt hatdsa nem
megbecsulhetd elére, viszont gx csokkentésével csokkenthetjik a hibat. Az elézé alfejezet végén bevezetett
jelélésmodot felhasznalva:

melyek kozll az els6 és legnagyobb ebben a konkrét esetben f( X). Tehat a hiba fligg a keresett

f(x+a’x)—2f(x)+f(x—o’x)

o =7"(x)+0(ax?)

Azaz a séma egyenld a pontos megoldassal és a Taylor sor levagasa miatti hibataggal, ami X masodik
hatvanyaval aranyos. Tehat a bemutatott séma hibaja masodrend(i, masképp megfogalmazva a séma
masodrend(ien pontos.

A gyakorlatban mit fog ez nekiink jelenteni? Amikor példaul a hévezetés egyenletének egy numerikus
megoldasat fogjuk keresni a véges differencia médszerrel és a bemutatott masodrendii véges differencia

sémaval, akkor a numerikus halo stiritésekor, azaz alx csokkentésekor, a numerikus megoldasunk hibaja alx-
el aranyosan fog csokkenni. A numerikus modszereknél egy masodrend hiba altalaban mar elfogadhat6, mert a
hald siritésével kelléen gyorsan fog csokkenni, és igy nem kell tllsagosan sirii halokat alkalmazni. Szlkség
esetén természetesen lehet mas sémékat is konstrualni, melyek hibatagja még nagyobb rendl, bar ezek
altalaban egyre bonyolultabb 6sszefliggéseket eredményeznek.

BME - Epitészmémaki Kar — Epiiletszerkezettani Tanszék 33. oldal



Bakonyi Daniel — Transzportfolyamatok modellezése az éplletszerkezetekben 2016. 09. 08. allapot

2.6 Egy konkrét példa

Hogy a fejezetben targyaltak vildgosabbak legyenek probaljuk megoldani a fejezet elején bemutatott egyszer(
peldat véges differencia modszerrel. Ismétléskeént:

<T(x=0.2)=20

\
)

J
| —

T(x=0)=10 S T(x)=72

X [m]
0 0.3

A fal vastagsaga legyen d=30 [cm], anyagaban teljesen homogén és izotrop, hévezetési tényezbje pedig A=1
[W/mK]. Kiilsé és a belsé fellilete legyen egyarant izoterm, kivil T(x=0)=10 [°C] belll pedig T(x=d)=20 [°C]
fellleti hdmérsékleti. Mivel ilyen egyszer feladatot tliztink ki magunknak a stacioner hévezetés parcialis
differencialegyenletét egyszerisiteni tudjuk és a megoldandé egyenlet:

a’T _

A
ax?

0

Mivel most nem a zart képlet szerinti megoldast keressiik, hanem egy numerikus megoldast akarunk eléallitani a
falat mint kontinuumot fel kell bontsuk véges kicsi egységekre. Hogy a felirandd egyenletek kdnnyen atlathatoak
legyenek osszuk a faalt minddssze harom egyenlére részre, a hémérsékletet pedig nem minden pontban fogjuk
megkeresni, hanem csak a felosztas harom elemének a hatarain. Ezeket a pontokat nevezziik csomdpontoknak
és mindegyiknek adjunk egy egyszer(i azonositot nullatél haromig:

ST - 06—

0 0.3 ] dx dx dx

A hdémérsékletet ezekben a csomdpontokban fogjuk keresni, tehat végeredményben 7,,7,,7,,7, értékeire

vagyunk kivancsiak. Olyan T értékekre van sziikséglink, amik teljesitk a stacioner hévezetés
differencialegyenletét. A feladatban megadott peremfeltételeink ugy szoltak, hogy s fal bal oldalan a hdmérséklet
10°C, mig a jobb oldalan 20°C, tehat To-t és Ts-t rendre egyenlévé tehetjiik 10-el és 20-al. A stacioner hévezetés
differencialegyenletére keresiink egy kozelitd megoldas, ezért felhasznalhatjuk a masodrendl derivaltakat
kozelité parcialis differencia sémat, melynek minden pontban nullat kell adnia. igy felirhatjuk a kévetkezé 4
egyenletet:
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7. =10
o(Bgh)-o
(PR
7,=20

Az els6 és az utolsd egyenlet a peremfeltételeket tartalmazzak, mig a masodik és a harmadik egyenletek rendre
az 1-es és 2-es pontokba felirt masodrendii véges differencia sémak, melyek a hévezetés egyenletét hivatottak
kozeliteni. Mivel és To és Tz ismertek helyettesitstink be velik és végezzlnk el néhany egyszerisitését:

A 24 A

10 - 7 + 7. =0
ax? ax?> ' oax? ?
A ;20 -, A 20=0

ax? ' ax? ? adx?

Tehat végeredményben egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszert kaptunk két egyenlettel. A peremfeltételek
behelyettesitésével csak azokra a csomopontokra maradt egyenletiink ahol T értéke ismeretlen. Tehat ha n
ismeretleniink lenne (ha n darabra osztjuk a falat), akkor pontosan n egyenletet kapnank. Az hogy az egyenletek
linearisak annyit jelent, hogy az egyes ismeretlenek mindig az els6 hatvanyon szerepelnek benne és csak
konstansokkal vannak megszorozva (A=1, dx pedig 0.1 az esetlinkben, csak egyel6re nem helyettesitettiik be
Oket). Ezt az egyenletrendszert kézzel is igen konnyen meg tudnank oldani, és nemsokara ezt is fogjuk tenni.
Amikor majd a szamitogépet hasznaljuk fel ennél sokkal bonyolultabb probléméakra, akkor is végeredményben
egy ilyen egyenletrendszert fog ,felimi” a gép, csak sokkal tobb taggal, A linearis algebra és a numerikus
modszerek fejlédésével szamos igen hatékony algoritmust fejlesztettek az ilyen egyenletek megoldasara.

Az egyenletrendszer megoldasahoz rendezzlik azt at (gy, hogy az ismeretlenek maradjanak a baloldalon, mig a
konstansok kertilienek a jobb oldalra:

24 A A
-+ =-210
ax?> ' oax? ? ax?

A 24 A
T-271,=-2_20
ax? ' ax? ? ax?

Ugyanez matrix formaban:

_2)
ax?
A

ax?

Adjuk hozza a masodik sorhoz az elsé sor ¥z szeresét:

p A
ST
ox? {E}: ox?
BELT (P I P P
ax ax

BME - Epitészmémaki Kar — Epiiletszerkezettani Tanszék

35. oldal



Bakonyi Daniel — Transzportfolyamatok modellezése az éplletszerkezetekben 2016. 09. 08. allapot

- - 10
ox? dx? {E}: ox
o 3 AL A 1A
2 dx ax 2 dx

Behelyettesitve A és dx konkrét értékeit:
-200 100 (|7, | _|-1000
0 -150 | 7, -2500
Amibdl egyszerii visszahelyettesitéssel kdnnyen levezethetd, hogy:

7,=16.66
7,=13.33
Ami maga a probléma numerikus megoldasa. Grafikonon abrazolva:

T[°C]
" T(x)=33.3x+10

Tehat ebben a konkrét példaban sikeriilt egy olyan numerikus megoldast el8allitani, ami (az adott
csomodpontokban) tokéletesen megegyezik a fejezet elején levezetett analitikus megoldassal. Hogy lehetséges
ez, amikor azt mondtuk, hogy a véges differenciak csak kozelitését adjak differencialhanyadosnak (derivaltnak),
és a Taylor sor segitségével is bebizonyitottuk, hogy az alkalmazott sémanknak van egy masodrend( hibaja?

A vélasz a rendkivil egyszer( feladat jellegében rejlik. Az analitikus megoldassal megmutattuk, hogy a tényleges
megoldas T-re egy egyenes, egy linearis fliggvény, ami csak egy konstanst és x els6 hatvanyat tartalmazza. A
séma hibajanak levezetésében pedig megmutattuk, hogy a Taylor sor levagott elemei kozill az elsé:

o
()

llletve a konkrét esetben:

ax? ..

2 (%)

Azaz T negyedik derivaltjat tartalmazza. Mivel T jelen esetben valdjaban egy egyenes a negyedik derivaltja mar
mindendtt nulla, ahogy minden tovabbi magasabb rend(l derivaltja is, igy a Taylor sor dsszes levagott eleme
nulla, tehat a differencial séma kivételesen a teljesen pontos eredményt szolgéltatja. Sajnos ez gyakorlatilag
egyik bonyolultabb feladatnal sem lesz igy (a hémérséklet mezé nem egy egyenessel vagy egy sikkal irhatd le),
ezért a hibatag sem lesz nulla.
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3 Tobbdimenzids stacioner h  évezetés — h éhidszimulacioé gyakorlat

4 Transzparens szerkezetek h 6technikai modellezése - elmélet

A transzparens szerkezetek hétechnikai leirasahoz az azokban lejatsz6dé egyes héatviteli folyamatok leirasara
van szikség. Ezek a kdvetkezbek:

* hovezetés a szilard livegrétegekben

e hosszthullamu infravérds sugarzasos héatadas az egyes lvegrétegek kdzott, illetve a kiils6é és belsd
felillet és a kérnyezet kdzott

e a rovidhulldmu infravords (szolaris) sugarzas komplex interakcidja az Uvegrétegekkel, bevonatokkal,
foliakkal. Az (iveg kilsé felliletére bees6é sugarzas atbocsajtott és az egyes Uvegrétegekben elnyelt
hanyadanak a szamitasa.

e konvektiv héatadas az egyes livegkdzi légréseken keresztll, illetve a kiilsé és belsd felilet és a
kornyezet levegbje kozott

Ahhoz hogy nekikezdjlink ennek a feladatnak a szikséges fizikai hattérrel kell elészér megismerkedni.

4.1 H6sugarzas alapismeretek

Minden anyag mely abszolut nulla fok feletti hdmérsékletl (> 0 [K]) sugarzast bocsaijt ki a toltéssel rendelkezd
részecskéik (elektronok és protonok) rendezetlen hémozgasa miatt. Ezt a jelenséget nevezziik hémérsékleti
sugarzasnak, melynek néhany alapvetd tulajdonsaga:

« akibocsajtott sugarzas elektromagneses sugarzas, tehat:
o fotonokbol all
0 afény sebességével terjed (c=2.99e8 [m/s] vakuumban)
0 nem igényel kbzvetitd kdzeget
0 asugarzas frekvenciaja és hullamhossza kéz6tti kapcsolat:
fA =c (ahol c a fénysebesség: 2.99e8 [m/s] vakuumban)
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0 afotonok energidja a hullamhossz v. a frekvencia fliggvénye:
£ = 1€ _ 4,or (ahol h a Planck allando: 6.625e-34 [Js))
4

»  kisugarzas a tér minden iranyaba

e a kisugarzott energia id6egységre vett értéke és hullamhossz szerinti eloszlasa az anyag abszolut
hémérsékletétdl és az anyagszerkezettél fiigg

e a kisugarzott energia nem fligg a kornyezettél, pl. hogy milyen mas hémérsékletii testeket, fellleteket
,Jat” az anyag

» szilard a sugarzas szamara atlatszatlan anyagok esetében alapvetden fellileti jelenségrél van szé. A
hémérsékleti sugarzas kibocsajtasa (és elnyelése) a fellilet kdzvetlen kornyezetében torténik, ezért
alapvetéen a fellilet anyagszerkezete hatarozza meg.

4.1.1 Az elektromagneses sugarzas spektrum

-« Energy increases

Short wavelength Long wavelength

105 nm 103nm 1nm 10°nm 10% nm 1m 10°m
1 1 1 1 L L

Infrared Microwaves Radio waves
T T T T T
10'"0Hz 108 Hz 10Hz 10*Hz 102Hz

Low frequency

Gamma rays X rays Ultraviolet

I 1 1 I I I
10%*Hz  10%2Hz 10%°Hz 10"®Hz 10'°Hz 10'2Hz

High frequency

Visible light

7 X 10" Hz 4 X 10"Hz
13. abra Az elektromagneses spektrum

Az elektromagneses spektrum az épiiletfizika szempontjabdl ,érdekes” tartomanyai a hullamhossz hataraikkal:

» UV sugarzas: 10 [nm] < A < 380 (400) [nm]
o UV C:100 [nm] <A <280 [nm]
0 UVB: 280 [nm] <A< 315[nm]
o UV C:315[nm] <A <380 [nm]
A Napbol érkezd sugarzas energiatartalmanak egy része az UV sugarzas hullamhossztartomanyaba
esik. Az UV C sugarzast (legkisebb hullamhossz, legnagyobb frekvencia, tehat legnagyobb energia)
szinte teljesen kisz(iri a légkdr, mig az UV B és A sugarzashol (a lathaté tartomany fele kozelitve) egyre
tobb éri el a felszint.
» lathat6 sugarzas: 380 (400) [nm] < A < 780 [nm]
A Napbol érkez6 sugarzas energiatartalmanak kordlbeliil fele ebbe a hullamhossztartomanyba esik.
o rovidhullamu infravérds sugarzas: 780 [nm] < A < 2500 (3000) [nm]
A Napbdl érkezd (szolaris) sugarzas energiatartaimanak valamivel kevesebb mint fele ebbe a mér nem
lathaté hullamhossztartomanyba esik.
e hosszuhullamu sugarzas: 2500 (3000) [nm] < A < 40000 (50000) [nm]
Az épiiletekben tapasztalt atlagos hémérsékleteken a hémérsékleti sugarzas ebbe a tartomanyba esik.
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4.1.2 Abszolut fekete testek hémérsékleti sugarzasa

Az abszolut fekete test olyan elméleti test, mely minden ra érkezd sugarzast tokéletesen elnyel. Az abszolut
fekete test 6nmaga is sugaroz, mégpedig minden létezé hulldmhosszon egyszerre, csak nem egyenletes
intenzitassal. Az abszolUt fekete test a tér minden iranyaba ugyanolyan intenzitassal sugaroz (a kisugarzasa nem
iranyfiiggd). Ezt a fajta sugarzast nevezziik diffuz sugarzasnak.

Planck torvénye irja le, hogy hogyan fiigg egy abszolut fekete test altal kibocsajtott sugarzas annak
hémérsékletétdl, és hogy milyen a hullamhossz szerinti eloszlasa:

_ mhc?

& (/]’T) T a5 hcldkgT _
A (e 1)

ahol:
& [W/m3] az abszolut fekete test spektralis emisszids képessége (angolul spectral black emissive power)
h [J/s] a Planck allando, értéke 6.625e-34
c [m/s] a fénysebesség, értéke vakumban 2.99e8 [m/s]
A [m] a hulldmhossz
Ks  [JIK] a hullamhossz
A [K] az abszolut hémérséklet

A spektralis emisszids képesség azt mutatja meg, hogy az adott fekete test mennyi energiat sugaroz ki egy
id6egység alatt (avagy mekkora teljesitménnyel sugaroz) egy egységnyi felileten egy egységnyi
hullamhossztartomanyban. Planck torvényét a kovetkez6 abra mutatja be a legszemléletesebben:

<108 Fekete test spektralis sugarzasi kepessége
T T T T T T T

e T = 200 (K]
I T=300(K)| |

88 T =400 [K]

T =500 [K]

Wbl [W/m?)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
lambda [nm] <104

14. abra Planck torvénye

Az &bran az egyes szinek kiilénb6z6 hémérsékleteknek felelnek meg. A grafikonon Ugy tlinik, mintha a gérbék
nullabdl indulnanak ki, de valojaban minden nulla feletti hullamhosszban felvesznek legalabb egy nagyon kicsi
értéket (a nulla hullamhosszon ahogy a képletem is latszodik nincsenek értelmezve). Egy adott pontnal aztan
mindegyik g6rbe meredeken emelkedni kezd, elér egy maximumot, majd aszimptotikusan ismét csékkeni kezd a
nulla felé. A nagyobb hémérsékletek gérbéje nagyobb maximalis értéket vesz fel, a maximalis értéke kisebb
hullamhosszhoz tartozik, és a gorbe alatti terilet is nagyobb. A hémérséklet csokkenésével a gdrbék egyre
jobban ellaposodnak, igy az alattuk 1évd terllet is csdkken, mig a maximumponthoz tartozé hulldmhossz eltolodik
a nagyobb hullamhosszak iranyaba.
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A maximalis energiakibocsajtashoz tartozd hulldmhossz hémérsékletfliggd eltolodasat az Un. Wien féle
eltolodasi torvény irja le:

AT =2898[ pam |
ahol:

Arax [um] a maximalis energiakibocsajtashoz tartozé hulldmhossz
T [K] az abszolut hémérséklet

A képlet ugyanazt az eredményt adja amit az imént a grafikonon is lattunk: ahogy néveljiik a hémérsékletet, a
maximalis teljesitményhez tartoz6 hullamhossz egyre inkabb révidil, és forditva. A nap fellilete korilbelll 5778
[K], tehat hémérsékleti sugarzassal a legnagyobb teljesitményt korllbelil a 0.5 ym-es hullamhosszon adja le, ami
pont a lathatd spektrum kozepébe esik. Ehhez képest egy szobahOmérsékletl test, korllbelil 293 [K]
hémérsékleten nagyjabol 10 uym-en adja le a legtobb energiat, ami pedig egyértelmiien a hosszuhullamu
infravords tartomanyba tartozik. A vilagitastechnikat és a tlizvédelmet leszadmitva az éplletfizikai gyakorlatban
eléforduld hémérsékleteken az egyes testek altal hémérsékleti sugarzassal kibocsajtott energia elfogadhaté
kozelitéssel 100%-ban a hosszUuhullamu infravérds tartomanyba esik. Az UV, lathatd és révidhullamu infravords
tartomanyokkal csak a szolaris sugarzassal kapcsolatos jelenségeknél kell foglalkoznunk. Ennek megfeleléen a
majd a késBbbiekben bevezetendd sugarzastechnikai jellemzék kozott is két f6 csoportot szoktunk
megkUlonboztetni: a szolaris és a hosszuhullamu infravords jellemzéket (illetve harmat, hogyha a lathato
hulldmhossztartomanyt is kiilénvesszik).

Azt, hogy egy testnek dsszességében mennyi a sugarzasi teljesitménye a spekiralis emisszios képesség gorbék
alatti terllet integralésaval kaphatjuk meg. Ezt szerencsére altalaban nem kell ténylegesen megtenntnk, mivel
ennek az integralnak az értékét a Stefan-Boltzmann torvény segitségével is megkaphatjuk:

E, (T)= ]oe, (AT)dA=0T*

Roviden:

E

f

(7)=0oT*
ahol:

E, [W/m3] az abszolut fekete test emisszios képessége (black emissive power)

g [W/m2K4] a Stefan-Boltzmann allandd, értéke 5.669¢-8
T [K] az abszolut hémérséklet

Az abszolut fekete test emisszids képessége az altala hémérsékleti sugarzassal kibocsajtott teljesitményt adja
meg egységnyi fellleten. Az épiiletfizikaban a hosszuhullamu infravérds sugarzas szamitasanal altalaban nem
érdekel minket a kibocsajtott energia hullamhosszfiiggése, ezért ahol csak lehet ezzel a sokkal egyszerlibb
oOsszefiiggéssel szamolunk.

4.1.3 Szirke testek hémeérsékleti sugarzasa

A valésagban nem léteznek abszollt fekete testek. A valédi anyagok nem teljesen tokéletesen nyelnek el minden
rajuk érkezd energiat, és az abszolut fekete testhez képest minden hullamhosszban valamennyivel kevesebbet
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sugaroznak ki. Ha a hullamhossz fliggvényében dsszevetjik egy szirke és egy abszollt fekete test emisszios
képességét, akkor megkapjuk az ugynevezett relativ emisszios tényezdt:

5(&T):£§%§%

ahol:

£ [-] a relativ emisszids tényezé

e [W/m?3] a sziirke test spektralis emisszios képessége

e [W/m?3] az abszolut fekete test spektralis emissziés képessége

f

Az emisszios tényezd minden egyes hullamhossz és hémérséklet érték mellett megadja, hogy a sziirke test az
elméleti abszolut fekete test hémérsékleti sugarzasi teljesitményének mekkora részét adja le. Amint mar
emlitettlik, legalabbis a hosszuhulldmu infravords sugarzasnal, nem érdekel minket a hullamhossz fligg8ség,
ezért az emisszios tényezét egyetlen szammal is kifejezhetjlik a hosszuhullami infravérds sugarzas teljes
hullamhossztartomanyara integralva:

A2
e(AT)dA
e(r)=5"

J. efekete (/1’7-) d/‘
A

Ez az integralt emisszids tényez8, melynek az épiiletfizikai gyakorlatban a hémérséklet fliggését is elhanyagoljuk,
mert az altalunk vizsgalt hémérsékleteken ez a fliggés eleve is gyakorlatilag elhanyagolhato. Az épiiletfizikai
gyakorlatban megegyezés szerint az igy kapott értéket hosszuhullamu emissziés tényezének nevezzik: &£[-].

Ez alapjan egy sziirke test altal kibocsajtott telies hémérsékleti sugarzas teljesitmény egy egységnyi felliletre a
Stefan-Boltzmann torvény alapjan:

E

szlirke

(7)=eoT*

4.1.4 Atbocsajtas, elnyelés, visszaverés

Amikor egy testet sugarzas ér, akkor a beesé sugarzasa hullamhossza, beesési szdge és az adott test (anyag)
sugarzastechnikai jellemz8inek figgvényében az részben atjut a testen (transzmisszid), részben elnyelédik a
testben (abszorpcid) és részben visszaverddik (reflexio).
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T
e
A
I=A+T+R
AT R
1=—+—+—=a+7+p
/A A |
4.1.5 Testek kdzotti sugarzasos hécsere
Eo
E=qa
E;
E——
/
7_ B
T1,€4 T2€2

Qs =0 (T - T)
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Az
6,
r
B4
A

1 cosé cosd,
Fro= | [0 20A 04,

Ay T
F_ . =F_

i=J J=i
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784

4.2 A konvektiv h6atadas alapismeretek

4.3 Réteges lvegszerkezetek energiameérlege

i-1 i i+1 i+2
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5 Transzparens szerkezetek h 6technikai modellezése 2 -
arnyekolok és gyakorlat

6 Transzparens szerkezetek h 6technikai modellezése 3 — egész
ablakszerkezetek h 6technikai paramétereinek szamitasa

7 Instacioner h évezetés — elmélet, numerikus médszerek alapjai

8 Instacioner h évezetés — gyakorlat
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9 Véges térfogat modszer alapjai, Matlab alapok

D

10 HAM modellezés — elméleti alapok 1

\&-4

11 HAM modellezés — elméleti alapok 2

\&-4
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12 HAM modellezés — gyakorlat 1

13 HAM modellezés — gyakorlat 1

\Q

14 Kitekintés: épulet szint G modellek

\&-4

15 Melléklet

15.1 Matematikai jelolések

Yy &)
y' o)
y" &)
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a
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d?y
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0=99
at

uy .
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a
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a=\y
z

A0 0

0 /1y 0

0 0 A
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15.2 Derivalas

Azt a fliggvényt, mely az (a,b) intervallum minden pontjahoz egy adott f fiiggvény azon pontbeli derivaltjat

rendeli hozza, az f fiiggvén derivalt fliggvényének nevezzik.
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y'(X) :J)i(rpoy(x +dc)2—y(x)

15.3Dimenzidéanalizis

Egyszer(i példa: porlasztd. Egy D atmérdjli csévon keresztil érkezik egy folyadék a porlasztoba ahol kis d
atméréjii cseppecskékké porlasztodik. Ha kisérletekkel kell felallitanunk valamilyen dsszefliggést a kis d méretre,
akkor milyen valtozokkal kellene dolgoznunk:

* D-acs6atmérdje

* d-acseppecskék atmérdje

e v -afolyadék sebessége a csében
* - afolyadék viszkozitasa

» p-afolyadék slrisége

» 0 - afolyadék fellileti feszliltsége

Ez igy 6sszesen 6 valtozo. Ha d-re fel akarunk irni egy fliggvényt:
d-= f(D,v,,u,,o,a)

Akkor egy Otvaltozds fliggvényt kapunk. Ez nem tul szerencsés. Ha kisérleti Uton fel akarjuk allitani ezt az
Osszefiiggést, akkor az koérilbellll az életiink végéig tartana (tul sok valtoz6). Kezelheté szamu valtozéra van
sziilkséglink. De hogyan hatarozhatunk meg ilyeneket, milyenek legyenek? Dimenzié nélkili valtozokra van
szikségunk.

Irjuk fel a valtozoink alap dimenzioit. Az alap dimenzionk a kdvetkezok:
L hossz[m]

M tomeg [kg]

t idé [s]

7 hémérséklet [K]

Ezek alapjan:

d=L

D=L
v=L0"
=Mz’
po=MI3
o=MII?

Osszesen 6 praméteriink van: k=6

Ezek a praméterek 6sszesen 3 alap dimenzidval irhatéak fel: n=3
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A Buckingham T elmélet alapjan dsszesen k-n, azaz jelen esetben 6-3=3 fiiggetlen dimenzittlan csoportot
tudunk felirni:

M, :f(l'lz,l'l3)

Lépések:

1. dsszes fiiggetlen paraméter felsorolasa, 6sszesen k db
2. paraméterek felbontasa alap dimenziok szerint, ezekben dsszesen n db dimenzi6 szerepel
3. a szlikséges dimenzidnélkiili szamok szamanak meghatarozasa a Buckingham 1 elmélet segitségével:
k-n
4, isméti6dé paraméterek meghatarozasa, 6sszesen n darabra van sziikség, a kivalasztas szabalyai:
a. afliggd valtozé nem lehet kéztlik (esetiinkben d)
b. mindegyik érintett alap dimenzidnak szerepelnie kell
c. dimenzioilag flggetlennek kell lennitk, azaz
i. egyik sem allithat6 el6 a tobbi kombinacidjabol
ii. és ne lehessen dimenziétalan csoportot alkotni bel6liik

A példaban a kivalasztott referencia paraméterek:

D=L
v=L[0Ia"
u=Mo' iz

Minden kovetelményt teljesitenek

5. I'1-k meghatarozasa. Ehhez az ismétlédé valtozokat megszorzom a maradék nem ismétlédé valtozéval

n,=D0"0" u°
n,=0°w° 0y [p
N,=0Ww" Q' W

= e ]
e ] ) &
e ] )

Mivel dimenzio nelkiili csoportokat kell kapjunk felirhatjuk I1, -re:

e 4 -

Lre:0=g+b-c+1

~
N
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M-re: 0 =c¢
tre:0=-b-c
Ennek a linearis egyenletrendszernek a megoldasa: a=-1 b=0, ¢=0, tehat:

n=(L)'@=0

azaz: 1, = )

I, -re felirva ugyanez:

e f
da [ L M ﬂ
N.=I(L - -
=) e L)
Lre: 0=d+e—-f-3
M-re: 0 =F +1

tre:0=—-e—-7f
Ennek a linearis egyenletrendszernek a megoldasa: d=1 e=1, f=-1, tehat:

n, =t

t Mo
L?
azaz.
I'Iz——'OVD:Re
U

Ami pont megegyezik a Reynolds szammal

Végezetil 1, -rais felirva:

iy ] 5

Lre:0=g+h-/
M-re: 0 =/ +1
tre:0=—-g-h-2
Ennek a linearis egyenletrendszernek a megoldasa: g=0 h=-1, i=-1, tehat:
1 1
A7 S
t L2
azaz
|_|3 = i
7%

Tehat végll az eredeti 6sszefiiggéstink, amikor d-t 5 paraméter fiiggvényeként prébaltuk felimi a kdvetkez6
formara egyszer(isodott:
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Q|

:f[Re,%j

15.4Programok

LBNL Window - http://windows.lbl.gov/software/window/window.html

LBNL Therm - http://windows.lbl.gov/software/therm/7/t7_download7 2 9.asp

LBNL Optics - http://windows.lbl.gov/software/Optics/6/06_download.asp
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